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随记  

1. 二阶矩阵特征值  

对于 , 令

则 .

 

2. Bezout 法巧解矩阵问题  

例 1 ⭐ 

对于多项式 , 有 , 且  与  互素 (无公共根), 证明  可逆.

证明:

例 2 ⭐ 

 可逆 .

注意到特征多项式满足 .

 

例 3 ⭐ 

设 , 且 , 则

可逆

例 4 ⭐ 

若 , 且  两两互素 , 则

对于  的情况, 由裴蜀定理可证. 对于  且  中至少有两个一次多项式的情况, 用裴蜀定理
能证, 但比较繁琐, 不如硬分类讨论. 对于一般情况, 可以利用裴蜀定理推出 

 (详见这里), 并通过数学归纳法证明.
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3. 矩阵的逆  

1. 二阶矩阵 通过 伴随矩阵 求逆:

2. 准对角矩阵 通过 分块 求逆:

3. 利用 形式幂级数 求逆: 

 

4. 矩阵的秩  

1. 利用矩阵 同解 证明:

 

2. 若  是列向量, 则  是对称矩阵, 且

 

3. 利用  不等式 证明:

 

4. 证明:

即证  的解也是  的解.

若 , 作 ,

用  左乘上式, 得 , 代入后用  继续左乘, 以此类推, 知  线性无关, 即有 
 个  维向量线性无关, 矛盾, 故原式成立.
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5. 椭圆面积  

 

6. 行列式计算专题  

例 1 求下列行列式

解答

设

则

 

7. 矩阵方程  

例 1 设 , 其中  的特征值不同,  为特征多项式, 证明

1.  可逆;
2. 存在 , 使得 ;
3.  只有零解;
4.  有唯一解 (Sylvester 方程).

证明

1. 由 Bezout 法: , 
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代入 , 知: ,

同理, 有: .

2. 分别取  为  的零化多项式即可.

3. .

故 , 其中  可逆, 故 .

4. 定义变换 :

易知  是  内的一个线性变换.

已证  只有零解, 故  是单射. 由

及  知,  是满射. 于是  是同构映射, 从而是可逆映射.

注: 有限维线性空间中, 单射  满射.

由  两边用  作用, 即有 , 故方程有唯一解.

 

例 2 设  是  阶实方阵, 记  上矩阵方程  为 . , 且  有解, 证明: 存

在  的解 , 使得对  的任意解 , 都有 , 其中 , 且 

.

定义: Kronecker 积

如果  是  矩阵,  是  矩阵, 则  与  的 Kronecker 积 是  分块矩阵, 记
为 , 读作 "  张量 ", 且

证明

设 , 则

其中 .

设  是一特解,  是其导出组的一个基础解系, 令 , 
则任一解  可表示为

其中 , 且 .

定义: Kronecker 和



 积是 张量积 的特殊形式.

 

8. 循环矩阵  

例 1 证明：在复数域上，存在可逆矩阵 ,使得对任意的 , 都有  
为对角矩阵, 其中

定义: 基本循环矩阵

循环矩阵是特殊的 Toeplitz 矩阵.

循环矩阵可由基本循环矩阵的方幂线性表出.

 的生成多项式

 的特征多项式为

特征值 , 故  可相似对角化,

且任意  的特征向量均为

任意  的相似变换矩阵均为
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9. Jordan 块开平方  
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幂级数的未定元, 只有当代入矩阵后得到的矩阵的特征值均落在幂级数的收敛半径中时, 才是有意义
的, 否则只是形式幂级数.

 

10. 判断矩阵对角化  

定理

设 , 则  可对角化的充要条件是  的最小多项式没有重根.

若特征多项式 (零化多项式) 没有重根, 则  可对角化.

例 1 设  是  阶复矩阵, 且存在正整数 , 使得 , 求证  与对角阵相似.

证明 零化多项式  无重根, 故可相似对角化.

 

例 2 设  阶方阵  满足 , 求证  相似于对角矩阵. 如果  的行列式等
于 , 求相似对角矩阵.

解  的特征值只有  和 , 故 .

 

例 3 设 .

1. 若 , 求证:  可逆;
2. 若 , 求证:  相似于对角阵.

解

1. 由  易知 .

2. , 故最小多项式无重根,  与对角阵相似.

 

例 4 设  分别为  和  矩阵, . 求证:  相似于对角矩阵.

解 同理易证.

 

11. 同时上三角化  

例 1 ⭐  设  都是  阶复矩阵, 满足 , 求证: 存在  阶可逆矩阵 , 使得  与 
 都是上三角矩阵.

矩阵可交换, 则有公共的特征向量. 数归可证.
矩阵与伴随矩阵可交换.
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例 2 设  为幂零矩阵,  为实可逆矩阵, 求证:

1. ;
2. 若 , 则 .

证明

1. 幂零矩阵的特征值都是 . 利用 Jordan 标准形可证.
2. .

 

12. 根与不可约性  

例 1 设 , 证明:

1.  在  上不可约;
2.  至少存在一个实根 ;

3. .

解

1. 作平移变换 , 用 Eisenstein 判别法.
2. 奇数次多项式必有实根.
3. .

 

13. Frobenius 矩阵  

定义

对数域  上的一个多项式 , 称矩阵

称为多项式  的 伴侣阵 (或 友阵、Frobenius 矩阵).

 的特征多项式是 
不变因子是 , 特征多项式恰好为最小多项式.

例 1 设  是多项式  的根, , 求一个以 
 为根的有理系数多项式 .

解
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Divisor Test Method

.

.

.

.

Divisible by both  and .

.

.

.

.

.

Divisible by both  and .

14. 秩  矩阵的性质  

命题

对任意 , 则  当且仅当存在两个非零列向量 , 使得 .

推论 对于秩  矩阵 ,

其特征值为 .
.

若 , 则  可相似对角化.

注: 注意到 , 设 , 则  是  的零化多项式. 最小多项式整除 
, 故没有重根, 即  与对角矩阵性阿斯.

 

15. 覆盖定理  

例 1 证明: 数域  上的有限维线性空间  不能被它的有限个真子空间覆盖, 即不存在真子空间 
, 使得 .

注: 若  是有限域, 则其上的线性空间总可以表示成有限个真子空间的并.

 

例 2 设  是  维线性空间  上的线性变换, 对于 , 记  为使得  成立的次数
最低的首一多项式, 这个多项式也叫做  的最小多项式. 证明: 存在 , 使得  的最小多项式  
恰好等于  的最小多项式 .

 

16 Test for Divisibility  

Let  be an integer with decimal representation .
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Divisor Test Method

.

 

 

 



基础概念  

1. 行列式  

若 ， ， ，则：

若  都是  阶矩阵， ，则

 

2. 共轭矩阵  

 

3. 转置矩阵  

 

4. 逆矩阵  
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5. 伴随矩阵  

其中  可用 扰动法 证明

 

6. m 重伴随矩阵  

定义： .

共 重括号

由  及数学归纳法知：

是奇数

是偶数

是奇数

是偶数

或

 

7. 秩不等式  
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8. 半单矩阵  

即最小多项式无重根的矩阵. 最小多项式即第  个不变因子, 也是其它不变因子的倍式, 因此由不变因子
分解得到的初等因子也都是一次因式, 故对应的 Jordan 块也都是一阶的, Jordan 阵即为对角阵, 故半单矩
阵可相似对角化.

8.1 三角矩阵  

上三角矩阵与上三角矩阵的乘积仍为上三角矩阵;
上三角矩阵的逆矩阵仍为上三角矩阵.

8.2 幂零矩阵  

.

8.3 幂等矩阵  

.

8.4 幂幺矩阵  

.

 

9. 相似 & 合同  

存在可逆矩阵 , 使得  是正定矩阵.
对称矩阵只能与对称矩阵合同.
若  正定, 则  也正定
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矩阵多项式秩的和的恒等式  
设  和  分别为  的特征多项式和最小多项式, 约定 

 分别为  的首  最大公因式与最小公
倍式.

命题

 可逆 .

注意到 , 由裴蜀定理即得.

定理 1

设 , 则

推论

设 , 且 , 则

定理 2

设 , 且 , 则

可逆

推论 1

 可逆 .

推论 2

设 , 且 , 则

可逆

定理 3

设 , 如果 , 则

可逆

推论

设 , 则有

定理 4

设 , 则

推论
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命题

设 , 则
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